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EFEKT WZROSTU AWERSJI DO RYZYKA NA POPYT
NA SAMOUBEZPIECZENIE W MODELU DYNAMICZNYM

Piotr Dudzinski

Streszczenie

Ponizsza praca jest poswiecona dynamicznemu modelowi samoubezpieczenia.
Dowodzimy, ze wzrost awersji do ryzyka nie jest wystarczajacym warunkiem do wzrostu
inwestycji w samoubezpieczenie, jak to ma miejsce w statycznym modelu (Dionne i
Eeckhoudt). Wykazujemy, ze czynnikami, ktoére maja wplyw na decyzje sa takze
wzajemne relacje migdzy wielkos$cia straty a dochodami terazniejszymi oraz przysztymi.
Rozwazamy takze przypadki inwestycji w samoubezpieczenie w okresie poprzedzajacym
ryzyko straty, jak i w obu okresach. Wykazujemy przy tym, ze oba przypadki réznig sig z
ekonomicznego punktu widzenia.

Stowa kluczowe: samoubezpieczenie, awersja do ryzyka, model dynamiczny

Wstep

Osoby narazone na ryzyko utraty cze$ci lub catosci swoich dobr moga dokona¢ pewnych
inwestycji w dziatania redukujace skutki ewentualnej szkody lub prawdopodobienstwo
wystapienia tejze. Pierwsza z tych aktywnoSci nazywana jest samoubezpieczeniem (self-
insurance), druga za§ — prewencja (Self-protection). Przyktadowo, zakup i instalacja sejfu
chronigcego kosztownosci jest forma samoubezpieczenia. W przypadku wilamania zostaje
zredukowany rozmiar szkod, ale samo prawdpodobienstwo wlamania pozostaje takie samo. Z
kolei kupno 1 instalacja alarmu przeciwwlamaniowego zmniejsza prawdopodobienstwo
wystapienia szkody (uruchomiony glosny alarm na og6t ptoszy wltamywaczy), ale jesli alarm
zostanie zneutralizowany, to szkoda nie ulegnie redukcji. Jest to wigc przyktad prewencji.
Kupno i instalacja zraszaczy przeciwpozarowych jest inwestycja w samoubezpieczenie, ale
wykrywacze dymu redukuja prawdopodobienstwo wystapienia pozaru, sa wigc przykladem
prewencji. Innymi przyktadami samoubezpieczenia lub prewencji sa inwestycje w poduszki
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powietrzne w samochodach, kaski dla rowerzystow i1 motocyklistow, regularne badania
medyczne pomagajace wykry¢ powazne choroby na wczesnym etapie ich rozwoju, wynajecie
prawnika w sytuacji pozwu sadowego, zatrudnienie firmy ochroniarskiej, itp.

Pierwszymi badaczami, ktorzy opisali i zaczgli w sposdb systematyczny bada¢ modele
opisujace te zjawiska byli Becker i Ehrlich! (1972). Zwrécili oni tez uwage na réznice micdzy
oboma pojeciami. Praca Ehrlicha 1 Beckera przyciagnela uwage wielu ekonomistow i1 od
tamtego czasu powstata duza liczba prac teoretycznych przyczyniajacych si¢ do zrozumienia
natury tych zjawisk. Okazalo si¢ tez, ze r6znice migdzy oboma pojeciami sa znaczace 1 dotycza
wielu aspektow ekonomicznych. Z czasem wyrdznito si¢ kilka glownych nurtéw tematycznych
dotyczacych badania zjawisk zwigzanych z samoubezpieczeniem i prewencja. Pierwszy z nich,
zainicjowany przez samych tworcow tych poje¢, dotyczy problemu wzajemnych relacji
pomiedzy rynkowym ubezpieczeniem, samoubezpieczeniem i prewencja. Czy sa one
substytutami, czy sa komplementarne? Ehrlich 1 Becker udowodnili, ze samoubezpieczenie jest
zawsze substytutem rynkowego ubezpieczenia, za§ prewencja moze by¢é wobec niego
komplementarna przy pewnych zatozeniach. Praca Courbage’a? przyczynita sie do wyjasnienia
zwiazkéw migdzy prewencja a rynkowym ubezpieczeniem, ktore moga, ale nie musza by¢
komplementarne.

Boyer i Dionne® porownywali popyt na samoubezpieczenie i ubezpieczenie rynkowe i
wykazali, ze jesli jest to mozliwe, to osoba niechgtna ryzyku preferuje samoubezpieczenie.
Ponadto udowodnili, ze wydatki na prewencj¢ sa wigksze przy rynkowym ubezpieczeniu niz
przy samoubezpieczeniu.

Empiryczne dane statystyczne nie zawsze jednak potwierdzaly tezg¢ o substytucyjnosci
samoubezpieczenia i rynkowego ubezpieczenia. W sferze teoretycznej takze pojawity sig¢ pewne
komplikacje. W swojej pracy Briys, Schlesinger i Schulenburg® wykazali, ze przy zmianie
pewnych zalozen poczatkowych modelu opisana wczesniej substytucyjno$¢ przestaje
obowiazywaé. Wang® zaproponowat ciekawe rozwiazanie problemu opisanych niezgodnosci.
Zauwazyt on, ze roznica migdzy samoubezpieczeniem a prewencja jest czgsto rozmyta i trudna
do okreslenia, a w wielu przypadkach aktywnos$¢ danej osoby prowadzi zaréwno do
ZMmniejszenia rozmiaréw ewentualnej szkody, jak 1 redukcji prawdopodobienstwa jej
wystapienia, jest wigec inwestycja zarOwno w samoubezpieczenie, jak i w prewencje. Na ten
problem zwrocili uwage Ehrlich i Becker oraz Doherty®. Jak napisali dwaj pierwsi: ,,...dobrzy
prawnicy potrafiq zredukowaé zaréwno prawdopodobienstwo wyroku skazujqcego, jak i jego
wysokos¢™. Jednak az do konca lat 90-tych ubieglego wieku to zagadnienie nie zostat
sformalizowane w postaci modelu matematycznego. Dopiero Lee® sformutowat pojecie ,,self-
insurance-cum-protection” (SICP) jako polaczenie samoubezpieczenia i prewencji oraz zbadat
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jego wiasno$ci pod katem wzrastajacej awersji do ryzyka, do czego wrdécimy nieco pozniej.
Wang zapekil istniejaca lukg¢ poprzez zbadanie relacji pomiedzy inwestycja w SICP a
wykupem rynkowego ubezpieczenia. Podal on warunki determinujace ich substytucyjno$¢ oraz
komplementarnos¢. Wykazat tez zgodnos¢ wynikow teoretycznych z danymi statystycznymi
dotyczacymi zarzadzania ryzykiem zwiazanym z pozarami w Tajwanie.

Drugi gléwny nurt tematyczny badan teoretycznych nad samoubezpieczeniem i prewencja
dotyczy wplywu na nie stopnia awersji do ryzyka decydenta (w sensie Arrowa-Pratta).
Intuicyjnie, im bardziej niechetny ryzyku decydent, tym wigcej powinien zainwestowaé W
samoubezpieczenie lub prewencje. Okazuje si¢ jednak, Ze intuicja ta jest prawidtowa jedynie w
przypadku samoubezpieczenia i to tylko dla rozktadu dwupunktowego, o czym za chwilg.
Wzrost awersji do ryzyka moze spowodowac zarowno wzrost jak i spadek inwestycji w
prewencje, co pokazali Dionne i Eeckhoudt®. Briys i Schlesinger’ wyjasnili ten paradoks
uzywajac pojecia ryzykownosci w sensie Rothschilda i Stiglitza. Okazuje sig, ze prewencja
generalnie nie redukuje ryzykownosci zwiazanej z bogactwem koncowym decydenta. Jullien,
Salanie, Salanie' udowodnili, ze istnicje pewien krytyczny poziom prawdopodobienstwa
poniesienia straty ponizej ktdrego wzrost awersji do ryzyka powoduje wzrost inwestycji w
prewencje. Lee we wspomnianej wezesniej pracy udowodnit istnienie analogicznego zwiazku w
przypadku SICP. Jednak, jak przyznaja niektorzy badacze, opisane zjawisko nie zostato nadal
dostatecznie zrozumiane i wytlumaczone. Prace Briysa i Schlesingera (1990), Chiu (2000,
2005), Eeckhoudta i Golliera (2005) oraz Li i Dionne (2010) wykazuja dobitnie, ze na
wspomniany efekt ma wptyw takze poziom przezornosci decydenta (,,prudence”) mierzony
indeksem analogicznym do indeksow awersji do ryzyka Arrowa-Pratta, w ktorym kluczowa
role odgrywa trzecia pochodna uzyteczno$ci. Jesli chodzi o samoubezpieczenie, to Dionne i
Eeckhoudt wykazali, Zze wzrost awersji do ryzyka powoduje wzrost inwestycji w
samoubezpieczenie niezaleznie od innych czynnikdéw, co uznano za zgodne z intuicja.

Zastanawiajacy jest fakt, ze zagadnienie wptywu poziomu awersji do ryzyka na wielko$¢
samoubezpieczenia uznano za mato interesujace i zamknigte po wspomnianej wczesniej pracy
Dionne i Eeckhoudta (1985). Dopiero ostatnio Lee'? wykazat jednak, ze jesli istnieje mozliwosé
wystapienia wigcej niz dwoch stanéw $wiata, to klasyczny wynik Dionne i Eeckhoudta
przestaje obowiazywac. Lee podat warunki wystarczajace do tego, aby osoba wykazujaca
wigksza awersje do ryzyka inwestowata w samoubezpieczenie odpowiednio wigcej lub mniej.
Dopiero po ¢wieré¢wieczu okazato sig, Zze zagadnienie samoubezpieczenia jest bardziej ztozone,
niz si¢ to wezesniej wydawato. Opisywany wynik Lee jest jedna z gtownych inspiracji dla
niniejszej pracy. Uswiadamia on, ze pewne modyfikacje 1 uogolnienia podstawowego modelu
potrafig przetozy¢ si¢ na znaczace zmiany jakosciowe wnioskow ptynacych z modelu. Ponizsza
praca poswigcona jest innej modyfikacji bazowego modelu samoubezpieczenia. Otoz wszystkie
omawiane prace dotycza modeli jednookresowych, sa statyczne. Ryzyko szkody wystepuje w
tym samym okresie, co dziatania przeciwdziatajace tej szkodzie. W pewnych przypadkach jest
to trafny opis sytuacji, ale nie zawsze, co podkresla w swojej pracy Menegatti'®. Przyktadowo,
wilasciciel firmy ptaci firmie ochroniarskiej za jej uslugi na biezaco, ale istnieje wiele
przyktadéw na przeciwdziatanie przysztemu ryzyku. Kupno i instalacja poduszek powietrznych

® Dionne, G., Eeckhoudt, L., Self-Insurance, Self-Protection and Increasing Risk Aversion, ,,Economics Letters”,
1985, No. 17(1-2): 39-42.

19 Briys, E., Schlesinger H., Risk Aversion and the Propensities for Self-Insurance and Self-Protection, ,,Southern
Economic Journal”, 1990, No. 57(2): 458-467.

1 Jullien, B., Salanie, B., Salanie, F., Should More Risk-Averse Agents Exert More Effort?, Geneva Papers on Risk
and Insurance Theory, 1999, No. 24(1): 19-25.

12| ee, K., Risk aversion and self-insurance, ,Journal of Economics”, 2010, No. 101, 277-282

13 Menegatti, M., Optimal prevention and prudence in a two-period model, ,,Mathematical Social Sciences”, 2009,
No. 58, 393-397.



38 Piotr Dudzinski

w samochodach, zraszaczy przeciwpozarowych w pomieszczeniach sa dzialaniami
podejmowanymi w terazniejszosci, aby zredukowac rozmiary ewentualnych szkod w
przysztosci. W takich przypadkach model dynamiczny jest bardziej adekwatnym opisem
sytuacji. W tej pracy zajmiemy si¢ modelem samoubezpieczenia w ktorym zagrozenie strata
czgsci majatku  wystepuje w etapie drugim, interpretowanym jako ,,przysztos¢”.
Przeciwdziatanie ewentualnym skutkom niekorzystnego rozwoju sytuacji ma miejsce w etapie
pierwszym  (,terazniejszo$¢”). Rozwazymy takze przypadek, kiedy inwestycja w
samoubezpieczenie ma miejsce w obu etapach; odpowiada to na przyklad sytuacji w ktorej
wynajmowana firma ochroniarska musi by¢ optacana regularnie, a nie jednorazowo.
Rozwazany model jest analogiczny do modelu uzywanego w cytowanych pracach
Menegattiego oraz Courbage i Rey. Zmiana dotyczy tego, ze koncentrujemy si¢ na problemie
samoubezpieczenia, nie za$ prewencji.

Gloéwnym celem i wynikiem pracy jest podanie warunkoéw koniecznych i dostatecznych na
to, aby wzrost awersji do ryzyka pociagal za soba wzrost inwestycji w samoubezpieczenie
przeciw mozliwej stracie czgSci majatku w przyszlosci. Warunki te sformutowane w
twierdzeniach 3 1 4 maja form¢ matematyczng, ale ich interpretacja ekonomiczna jest
przejrzysta, podamy ja we wnioskach z twierdzenia. Patrzac na cala histori¢ postgpow
teoretycznej wiedzy na temat samoubezpieczenia, wydaje sig¢, ze prawdopodobnie
najistotniejszym wnioskiem z nich ptynacym jest spostrzezenie, ze wzrost awersji do ryzyka nie
jest czynnikiem ostatecznie determinujacym wzrost popytu na samoubezpieczenie, €O
funkcjonowato w teorii niemal jako dogmat przez ¢wieré wieku. Istnieja inne czynniki
(zwiazane z czasem), ktore moga spowodowaé spadek poziomu samoubezpieczenia. Jesli
przyjmiemy model dynamiczny, a wigc taki w ktoérym sa ,,terazniejszos$¢” i ,,przysztosc¢”, to
wzrost awersji do ryzyka moze rowniez prowadzi¢ do spadku inwestycji w samoubezpieczenie.
Decyduja wtedy czynniki takie, jak rozmiar straty w relacji do wielkosci dochodéw
(twierdzenie 3 i 4). Oznacza to, ze wprowadzenie modelu dynamicznego powoduje pod
wzgledem ekonomicznym jako$ciowo nowe rezultaty w porodwnaniu z bazowym modelem
Beckera i Ehrlicha.

1. Dynamiczny model inwestycji w samoubezpieczenie

Rozwazmy najprostszy model dynamiczny sktadajacy si¢ z dwoch etapéw. W pierwszym
etapie (oznaczonym numerem 0, interpretowanym jako terazniejszo$¢) decydent dysponuje
majatkiem poczatkowym wy. Majatek w nastgpnym okresie (oznaczonym numerem |1,
interpretowanym jako przyszio§¢) oznaczmy przez wy. Decydent dokonuje inwestycji w
samoubezpieczenie w wysokosci e, ktora pomniejsza jego majatek. Inwestycja ta pozwala
jednak zredukowac rozmiar ewentualnej szkody, ktora zagraza w okresie drugim. Rozmiar
szkody jest zalezny od inwestycji w samoubezpieczenie i oznaczamy go przez l(e). Jest on
malejaca funkcja inwestycji w samoubezpieczenie, co matematycznie wyraza si§¢ poprzez
nierownos$¢ I'(e) < 0, tzn. im wigksza inwestycja w samoubezpieczenie, tym mniejszy rozmiar
szkody. Prawdopodobienstwo wystapienia szkody oznaczamy przez p 1 zaktada sig, Ze jest ono
obiektywnie znane i nie zalezy od wielkosci inwestycji w samoubezpieczenie (co odrdznia
opisang sytuacje od przypadku prewencji). Tak wigc ryzyko wystepuje tylko w etapie drugim
(w przysziosci), ale decydent poprzez inwestycje w samoubezpieczenie przeciwdziata mu w
etapie pierwszym (w terazniejszosci) lub w obu etapach. Kazdy z tych przypadkéw ma nieco
inng interpretacj¢. Zakup sejfu na kosztowno$ci — typowy przyklad inwestycji w
samoubezpieczenie - jest dokonywany jednorazowo, wigc odpowiada pierwszemu
przypadkowi. Z kolei wynajgta firm¢ ochroniarska trzeba na ogoél optaca¢ zar6wno w
pierwszym etapie, jak 1 w drugim, co odpowiada drugiemu przypadkowi. Rozwazymy oba
przypadki osobno. Ich modele si¢ roznia, zachodza tez pewne rdznice wlasnosci
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charakteryzujacych oba przypadki. Podobnie jak Menegatti oraz Courbage i Rey wykluczamy
mozliwo$¢ oszczednosci, aby wyizolowac interesujacy nas efekt od mozliwych interakcji
samoubezpieczenia i sktonnosci do oszczgdzania. Zwiazki migedzy prewencja a sklonno$cia do
oszczedzania byly badane szczegétowo przez Menegattiego. Warto dodaé, ze wspomniani
autorzy rozwazali wylacznie mozliwo$¢ prewencji w poczatkowym etapie.

1.1. Inwestycja w samoubezpieczenie tylko w pierwszym etapie

Koncowy majatek w etapie pierwszym wynosi wy — €, za§ w etapie drugim:
e wp=w;—1I{e) zprawdopodobienstwemp, lub

o Wy=wuy z prawdopodobienstwem 1 — p,

Oczywiscie zaktadamy, ze strata ma dodatnia wielko$¢, a zatem musi zachodzi¢ nierownos$¢
Wy < Wy.
Decydent maksymalizuje oczekiwana uzyteczno$¢ majatku w obu okresach rozumiang
jako sume
Eu = u(my) + BEu(m,) (1)

gdzie mg i m, oznaczaja koncowy majatek w okresie pierwszym i drugim odpowiednio.
jest statym wspotczynnikiem dyskontujacym oczekiwang uzyteczno$¢ i jest liczba z przedzia-
tu [0,1]. Zaktadamy, ze decydent jest niechetny ryzyku, czyli, ze u' =0 iu" <0,
Oczekiwana uzyteczno$c¢ jest wigc postaci

Eu = u(wy, —e) + Blpu(w,) + (1 — plulwy)] )
a po rozpisaniu
Eu =u(w, —e) —I-ﬁ[pu[wl— i(e])-l— [l—pju(wlj] (3)
Warunek konieczny istnienia ekstremum to tradycyjnie 28 — 0 . Po zrézniczkowaniu i

de
niewielkich przeksztalceniach otrzymujemy rownanie

—u'(wy, —e) + Bpu'(w, )(-1l')=0 4)
a po zmianie znaku
u'(wy —e) + fpu'(w )" =0 (%)

Zakladamy na temat funkcji straty, ze jest wypukta, tzn. " = 0. Jest to typowe i czesto
spotykane zatozenie. Wyraza ono t¢ wlasno$¢, ze wraz ze wzrostem inwestycji wielko$¢ stra-
ty maleje, ale w coraz wolniejszym tempie. Mozna tatwo udowodni¢ (dowdd w dodatku), ze
dzigki temu zalozeniu problem jest wklgsty, tzn., Ze jest spelniony warunek dostateczny ist-
nienia ekstremum, czyli % = 0. To z kolei implikuje fakt, Ze istnieje rozwiazanie proble-
mu decydenta, jest ono skonczone i jednoznacznie okre§lone. Oznaczmy przez €, optymalna
wielko$¢ inwestycji w samoubezpieczenie.

Zaktadamy teraz, ze istnieje decydent o uzyteczno$ci V reprezentujacej wigksza awer-
sje do ryzyka, niz U. Jak wiadomo, istnieje szereg rOwnowaznych charakteryzacji tego zjawi-
ska. Definiuje si¢ je na 0got nastgpujaco: premia za kazde ryzyko (czyli zmienna losowa) jest
zawsze wigksza w przypadku uzytecznos$ci v niz dla u. Premia za ryzyko jest taka czgscia ma-
jatku, jaka gotow jest odstapi¢ decydent, aby pozby¢ si¢ ryzyka. Intuicja jest wigc prosta: ten,
kto jest gotow zaptaci¢ wigcej za pozbycie sie ryzyka, ten bardziej si¢ go obawia, czyli wyka-
zuje wigksza awersj¢ do niego. Definicja ta jest jednak niepraktyczna, poniewaz odwotuje si¢
do dowolnej zmiennej losowej, co jest w praktyce niemozliwe do sprawdzenia. Problem zo-
stat rozwiazany przez Pratta, dzigki jego twierdzeniu.
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Twierdzenie 1 (Pratta’®). Nastepujqce warunki sq réwnowazne:
a) decydent o uzytecznosci v wykazuje wiekszq awersje do ryzyka, niz ten o uzytecznosci u,

b) _E e

v T ou
C) uzytecznosé v jest wklestq transformacjq uzytecznosci u, tzn. istnieje funkcja T rosnqca i wkle-
sta taka, ze v(x) = T(u(x)) dla dowolnego x.

i

Przypomnijmy, ze iloraz —z—, jest nazywany indeksem Arrowa-Pratta bezwzglednej
awersji do ryzyka i jest w przyblizeniu proporcjonalny do premii za mate ryzyko (aproksyma-
cja Arrowa-Pratta).

Podpunkt c) twierdzenia Pratta wyraza zalezno$¢ wiazaca awersje do ryzyka z wklestoscia
funkcji uzytecznosci. Jak wiadomo, funkcja uzytecznos$ci reprezentujaca awersje do ryzyka
jest wklesta. Punkt c) nadaje $cisty matematyczny sens intuicyjnej rownowazno$ci: wigksza
awersja do ryzyka oznacza wigksza wklgsto$¢ uzytecznosci. Tak wigc ,.bardziej wklgsta”
funkcja uzytecznos$ci oznacza ztozenie z inng funkcja wklgsta. Okazuje sig, ze mozna tatwo
udowodni¢ jeszcze inny warunek charakteryzujacy wzrost awersji do ryzyka, ktory bedzie
nam przydatny (dowo6d w dodatku matematycznym):

Twierdzenie 2. Decydent o uzytecznosci v wykazuje wiekszq awersje do ryzyka, niz ten o uzy-
I

tecznosci u wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja :—, jest nierosnqca.

Ponownie, intuicja jest jasna: jesli wigksza niech¢¢ do ryzyka oznacza wigksza wkle-
sto$¢, to uzytecznoéé krancowa powinna si¢ zmniejsza¢ w wiekszym tempie. Zatem v’ bedzie
si¢ zmniejszaé szybciej, niz u'.

Decydent o uzyteczno$ci vV inwestuje w samoubezpieczenie analogicznie do decydenta o

. , . , . . . . . . dEw .
uzyteczno$ci U. Zaktadac wige bedziemy, ze speniony jest warunek konieczny —— = 0 1 wy-

. 8 Ev T . . . .
starczajacy af: < 0 istnienia ekstremum. Warunek konieczny bedzie wigc postaci™
Ev
2 = —v'(wy — &) + Bpv (W) (—1) = 0 ©)

Oznaczmy przez e, optymalna wielkos$¢ inwestycji w samoubezpieczenie, spetniajaca powyz-
sze rOwnanie. Celem tej pracy jest porownanie wielkosci e, i e, . W tym celu oszacujemy

. . 8Ev . e
znak wyrazenia a_: w punkcie e = e,. Z warunku dostatecznego istnienia ekstremum funk-

. 8Ev . . . . .
cja a_: jest malejaca 1 ma jedno miejsce zerowe w punkcie €,, .

14 J. W. Pratt, Risk Aversion in the Small and in the Large, ,,Econometrica”, 122-136 Vol. 32, 1964

15 Zaktadamy, ze wspotczynnik £ jest taki sam dla obu decydentow, aby wyizolowaé efekt wzrostu awersji do ryzyka po-
przez uniemozliwienie interferencji z ewentualnym efektem zmiany preferencji zwiazanych z czasem. Z tego samego powo-
du standardowo zaktada sig, ze majatek poczatkowy obu decydentow jest ten sam.
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fEw
de

v

Rysunek 1. (zrodlo: opracowanie wlasne)

<y ,, BEw . , . . , 8Ew
Zatem nierownos¢ —— (e,) = 0 jest rownowazna temu, ze €, < €, , za$ 5o (e,) <0 ozna-

cza, 7€ €, F €,
W celu okreslenia, ktdra z nierdwnosci zachodzi, obliczamy z (5):

u'(wy —e)

u' [WL]

Bpl' =—

a nastepnie podstawiamy do wyrazenia % we wzorze (6). Otrzymujemy

dEv u (WD B eu:] — 'ILJ(WD _ Euj (‘Eﬂ (WL] _ v (WD B euj)

2. (e, )= —v'(wy—e, )+ v'(w) w (wy) Wlw,) u(w, —ey)

Zauwazmy, ze nierownos¢ ai: = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

d
v'(w, ) - v'(wy, —e,)

w'(w,) ~ u'(w, —e,)

Decydent o uzytecznosci V jest bardziej niechetny ryzyku, niz ten o uzyteczno$ci U, a zatem
r
funkcja % jest nierosnaca. Otrzymujemy wowczas nierownosé

W, Zwy — e,

skad otrzymujemy
wy —1l(e,) < wy, —e,

lub réwnowaznie
e, —e, =w;, —w,

Udowodnili$my zatem nastgpujacy zwiazek:
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Twierdzenie 3. Wzrost awersji do ryzyka powoduje wzrost inwestycji w samoubezpieczenie w
pierwszym etapie wtedy i tylko wtedy, gdy

lle,)—e, =w, —w,.

Zauwazmy po pierwsze, ze mozna zatozy¢, ze l(e,) > e,. Tak jest, gdyz inwestycja w
samubezpieczenie przekraczajaca wielko$¢ mozliwej straty jest nonsensowna i moze by¢ z
gory wykluczona. Zatem lewa strona nieréwnosci jest dodatnia. Je§li np. majatek w drugim
etapie nie zwigkszy si¢ w pordéwnaniu z pierwszym, to prawa strona nierownosci jest ujemna
(lub réwna zeru) i nier6wno$¢ jest automatycznie spetniona.

Innym powodem, dla ktérego nierowno$¢ jest automatycznie spetniona, jest zagrozenie
wysoka strata. Dla odpowiednio wysokich strat (przekraczajacych wy; —wy + e,,) lewa strona
nierdwnoS$ci na pewno przekracza prawa i decydent o uzytecznosci v inwestuje w samoubez-
pieczenie wigcej, niz decydent o uzytecznosci U.

Whniosek. Jesli majqtek w drugim etapie nie zwigkszy sie w porownaniu z pierwszym lub moz-
liwe straty przekraczajq pewien poziom, to wzrost awersji do ryzyka powoduje wzrost inwe-
stycji w samoubezpieczenie w pierwszym etapie.

2.1. Inwestycja w samoubezpieczenie w obu etapach

Na mocy przyjetych zatozen, koncowy majatek w etapie pierwszym wynosi W — €, za§ w
etapie drugim:
o wi=wy;—llel—e 2z prawdopodobienstwem p, lub

e Wy=wy—¢€ z prawdopodobienstwem 1 —p,

Oczywiscie zakladamy, Ze strata ma dodatnig wielko$¢, a zatem musi zachodzi¢ nieréwno$¢
Wy < Wy.
Decydent maksymalizuje oczekiwang uzyteczno$¢ majatku w obu okresach rozumiana
jako sumg
Eu = u(my)+ BEu(m,) (7

gdzie mg i m, oznaczaja koncowy majatek w okresie pierwszym i drugim odpowiednio. £
jest statym wspotczynnikiem dyskontujacym oczekiwang uzyteczno$¢ i jest liczba z przedzia-
tu [0,1]. Zaktadamy, ze decydent jest niechetny ryzyku, czyli, ze u' =0 iu" <0,
Oczekiwana uzytecznos¢ jest wigce postaci
Eu = u(wp —e) + Blpu(w,) + (1 — plu(wy)] (8)
a po rozpisaniu
Eu=u(w, —e) + Blpu(w, —e —1(e)) + (1 —plulw, — e)] 9)

Warunek konieczny istnienia ekstremum to tradycyjnie a_: = 0 . Po zrézniczkowaniu i nie-

wielkich przeksztalceniach otrzymujemy rownanie

—u'(wp —e) + Flpu'(w ) (—1- 1)+ (1 —plu'(wy)(—1)] =0 (10)
a po zmianie znaku
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u'(wy —e) + Blpu'(w ) (1 + 1) + (1 —plu'(wy)] = 0 (11)

Zauwazmy po pierwsze, ze jesli 1+ 1' = 0, to problem decydenta nie moze mieé roz-
wigzania wewngtrznego spetniajacego warunek konieczny istnienia ekstremum. Tak jest, bo
wtedy kazdy skladnik lewej strony réwnania jest dodatni i rownanie jest sprzeczne. Od tej
pory bedziemy zaktada¢ wiec, ze 1+ 1" < 0, oraz ze funkcja kosztow jest wypukla, tzn.
I" = 0. Jest to typowe i czesto spotykane zalozenie. Wyraza ono t¢ wlasno$é, ze wraz ze
wzrostem inwestycji wielko$¢ straty maleje, ale w coraz wolniejszym tempie. Mozna tatwo
udowodni¢ (dowod w dodatku), ze dzigki temu zatozeniu problem jest wklgsly, tzn., ze jest

1

spelniony warunek dostateczny istnienia ekstremum, czyli — < 0. To z kolei implikuje

Aa z
fakt, ze istnieje rozwiazanie problemu decydenta, jest ono skonczone i jednoznacznie okre-
Slone. Oznaczmy przez e, optymalna wielko$¢ inwestycji w samoubezpieczenie.

Decydent o uzytecznos$ci v inwestuje w samoubezpieczenie analogicznie do decydenta o

. . . . . : Ewv .
uzytecznos$ci U. Zaktada¢ wigc bedziemy, ze spetlniony jest warunek konieczny % =01 wy-
4 k]

. 8E D ) . .
starczajacy E‘s: =< 0 istnienia ekstremum. Warunek konieczny bgdzie wigc postaci

8Ev ,

0 — (wy— €) + Blpv'(w,) (—1— 1)+ (L —p)r(w)(-D] =0 (12)
Oznaczmy przez e, optymalna wielkos$¢ inwestycji w samoubezpieczenie, spetniajaca powyz-
sze rownanie. Celem tej pracy jest porownanie wielkosci e, i e, . W tym celu oszacujemy

. . 8Ev . e
znak wyrazenia a_: w punkcie e = e,. Z warunku dostatecznego istnienia ekstremum funk-

. BEv . . . .. .
cja a_: jest malejaca i ma jedno miejsce zerowe w punkcie e, .

W celu okreslenia, ktéra z nieréwnosci zachodzi, obliczamy z (11):

—u/(wy —e,) — (1 =)' (wy)
B (w,)

a nastgpnie podstawiamy do wyrazenia % we wzorze (12). Otrzymujemy

OBV (0) = —v'(wy — e,)

de

1+1'(e,) =

u'(wy —e,) + (1 —plu'(wy)
Fpu'(w,)

Latwo sprawdzi¢, Ze po przeksztalceniach otrzymamy wyrazenie w nastgpujacym ksztalcie:

+ B [pv'(w,)

e p)v*(mﬁjt—n]

v'(w,)
"(w)

dEv T
BV o) = [”

e 2 (w,) u'(wy —e,) — F(Wa_ejl‘kﬁ(l_ ]l

u'(wy) — ”“(ijl

| ostatecznie

dEv E?'I(WL.:] E?J(WD —

——(e,) =u'(w; —e,) l ;

3e W wy) @ (w, —

) PPN A B v
euj]wu p)u'( NJL,[WJ )
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Zauwazmy po pierwsze, ze znak wyrazenia w drugim nawiasie kwadratowym jest dodat-
ni na mocy przyjetych zatozen. Majatek w przypadku straty jest mniejszy, niz gdy straty nie
ma, czyli w;, < wy . Decydent o uzytecznosci V przejawia wigksza awersj¢ do ryzyka, niz ten

o uzytecznosci U, a zatem funkcja % jest nierosnaca. Oznacza to, ze w punkcie 0 mniejszej

warto$ci wy, przyjmuje wartos¢ wigksza (lub rowna) niz dla wartosci wigkszej wy, . Zapisze-
my to w postaci
o) _ v/ ()

u'(wy) — u'(wy)

skad dostajemy
V() v(wy)

dw) W)

Jesli wigc wyrazenie w pierwszym nawiasie bedzie takze dodatnie, to mozemy by¢ pewni, ze
taki sam znak bedzie miato cale wyrazenie. Ponownie korzystamy z twierdzenia méwiacego,
I

. P . . e
ze funkcja —7 jest nierosnaca. Stad otrzymamy nier6wno$¢
WL W — ey

ktéra po rozpisaniu przyjmuje postac
wy, —lle,)—e, =w, —e,

Upraszczajac otrzymujemy nieréwnosé
le,) =w, —wy

ktora ma podobng interpretacj¢ ekonomiczna, jak nierdowno$¢ w twierdzeniu 3. Udowodnili-
Smy zatem

Twierdzenie 4. Jesli zachodzi warunek 1(e,) = w, — wy, to wzrost awersji do ryzyka powo-
duje wzrost inwestycji w samoubezpieczenie zarowno w terazniejszosci, jak i w przysztosci.

Zauwazmy ponownie, ze warunek [(e,) =w,; —w, zachodzi w pewnych sytuacjach w
sposob naturalny. Jesli dochéd w obu okresach jest taki sam lub gdy w przysztosci bedzie
mniejszy niz w terazniejszosci, to nierownos$¢ automatycznie jest spetniona. Ponadto gdy stra-
ty sa odpowiednio wysokie, to nierownos¢ tez jest spetniona i teza twierdzenia zachodzi. Od-
notujmy tez fakt, Zze powyzsze twierdzenie dostarcza tylko warunku wystarczajacego na
wzrost inwestycji w samoubezpieczenie. Analiza dowodu twierdzenia 4 przekonuje, ze jesli
oba sktadniki wyrazenia maja r6zne znaki, to nie jest mozliwe ustalenie znaku ich sumy, wigc

. . 8Ew . , . . . . .
znak wyrazenia —— (e,) moze by¢ raz dodatni, raz ujemny. To sugeruje, ze samoubezpiecze-

nie w obu etapach r6zni si¢ ekonomicznie od samoubezpieczenia w pierwszym etapie.

2. Podsumowanie

Jesli ryzyko zwiazane z mozliwo$cia poniesienia straty ma rozktad prawdopodobienstwa
taki, ze mozliwe sa tylko dwa stany $wiata, to wzrost awersji do ryzyka powoduje wzrost in-
westycji w samoubezpieczenie redukujace ewentualng stratg, co jest znanym faktem od 1985
r. z pracy Dionne i Eeckhoudta. Dopiero w 2010 r. Lee zauwazyt, ze jesli dopuscimy mozli-
wos$¢ wigkszej ilosci stanow §wiata, to teza powyzszego twierdzenia przestaje by¢ prawdziwa.
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To dowodzi takze tego, ze model z tylko dwoma stanami $wiata jest nadmiernie uproszczony
1 nie pozwala dostrzec bardziej ztozonych zjawisk zwiazanych z ta tematyka. W niniejsze;j
pracy dowodzimy, ze analogiczna sytuacja ma miejsce gdy dopuscimy w opisie model dyna-
miczny samoubezpieczenia. PodaliSmy warunki konieczne i dostateczne na to, aby wzrost
awersji do ryzyka przektadat si¢ na wzrost inwestycji w samoubezpieczenie i udowodnilismy
ze rolg tutaj odgrywaja takze rozmiar straty oraz poziom dochodéw w terazniejszosci oraz w
przysztosci. Dominujacym wnioskiem jest jednak to, ze samoubezpieczenie jest zjawiskiem
ekonomicznym znacznie bardziej ztozonym, niz to si¢ do niedawna wydawato. To wskazuje,
ze aby w pelni zrozumie¢ to zjawisko, nalezy uzupeinia¢ model dynamiczny o dalsze elemen-
ty. Wydaje sig, ze naturalne bytoby rozpocza¢ od wprowadzenia mozliwosci wigkszej ilosci
standw $wiata. Innym wariantem jest wprowadzenie wigkszej ilosci zrédet ryzyka, co w lep-
szy sposob odzwierciedlatloby ekonomiczne realia zwigzane z podejmowaniem decyzji. Moz-
na to zrobi¢ np. przez wprowadzenie tzw. ryzyka w tle (,,background risk”) ktére modelowa-
toby ryzyko zwiazane np. z dochodami w przysztosci. Jeszcze inna mozliwos$¢ to
wprowadzenie ewentualno$ci pozamaterialnego typu straty, na przyktad utraty zdrowia.
Wszystko to sugeruje, ze mozna si¢ jeszcze sporo dowiedzie¢ o naturze zjawiska samoubez-
pieczenia.

3. Dodatek

3.1 Warunek wystarczajacy istnienia optymalnego samoubezpieczenia

Zaktadamy Ze funkcja straty jest wypukta, tzn. I = 0. Wéwczas rézniczkujac % z warunku
(4) otrzymujemy, ze

3% Eu
a:; =u""(wy — &) + Blpu" (w ) (=1 = 1)7 + pu' (w) (—1") + (1 — pu"(wy)]

. . . . 8%E
Z powodu przyjetych zatozen, tzn. u' =0 ,u” <0 I =0 otrzymujemy, ze ?E: <0,a

zatem warunek wystarczajacy problemu optymalizacyjnego jest spetniony. Zaznaczmy, ze
zadne z powyzszych zalozen nie jest restrykcyjne, wszystkie sa typowe dla opisywanej sytua-
cji.

3.2 Warunek réwnowazny wzrostowi awersji do ryzyka

I
Dowdd twierdzenia 2. Zalézmy, ze funkcja 5 jest nierosnaca. Oznacza to, ze jej pochodna

' r
v
— | =0
u
v''u' — v'u"

3 =0
(u)?

Przeksztatcajac powyzsze wyrazenie otrzymujemy nierdwnos¢
r Ll

1 F!:Ill L L
‘E:J'I ‘Lt,'l

(u)?

spetnia nierownos¢

Po rozpisaniu otrzymujemy
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ktora jest rtOwnowazna nierdwnosci

-
— 7 =0
e il

Po przeksztatceniu dochodzimy do nieréwnosci

T-,:ll'l' ul’l’
- e —
v T o

Zgodnie z twierdzeniem Pratta, jest to warunek réwnowazny temu, ze uzytecznos¢ V repre-
zentuje wigksza awersje do ryzyka, niz U.
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EFFECT OF INCREASE IN RISK AVERSION ON SELF-INSURANCE
IN DYNAMIC MODEL

Summary

This work shows that in a two-period framework increase in risk-aversion is not a
sufficient condition to invest more in self-insurance, as it is in one-period setting (Dionne
and Eeckhoudt). We prove that other factors important for decision-making exist. Rela-
tionship between size of loss and future and present income is crucial in this problem. We
consider two cases — when an effort to prevent risk precedes its effect and when it is sim-
ultaneous. We show that those cases are mathematically and economically different.

Keywords: self-insurance, risk aversion, dynamic model
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